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Beitrag zur Lehre 
vom identischen Verschwinden der Rıemannschen 


a Theta-Function. 
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Die Lehre vom Verschwinden der Rıemannschen S-Function gründet sich auf den 
von RIEMAnN entdeckten Satz, dass der Ausdruck 


(@) Ya | s 3 ul) + %,)) =") 
| —o. | 


ist, und zwar identisch d. h. wie auch immer die p — 1 Punkte &,, &... %—ı in 
der einfachzusammenhängenden Fläche 7’ angenommen werden mögen. 

Dieser Satz, sowie die ganze Theorie der Rıemanuschen S$-Function haftet an der 
‚ausdrücklichen Bedingung, dass für al ‚Lage des Punktes o 


TO OREEL TOR 


nnitenwärte der Normalintegrale I. G. %,, %...%, in diesem Punkte o sein = 
müssen, nämlich: . +“ 


(b) Die Integrale «,, %,... %, sind zunächst auf das Innere der einfachzusammen- 

- hängenden Fläche 7’ zu beschränken, und von da aus darf keines von ihnen 

sich um einen Periodicitätsmodul ändern, ohne dass alle, übrigen um die 
entsprechenden Moduln geändert werden. 

Um diese Grundbedingung vollständig durchzuführen, muss noch über die Anfangs- 


z 
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werte verfügt werden, welche «,, &,...u, an einer beliebig anzunehmenden Stelle 
haben sollen. Ist dies aber geschehen, so sind auch die Werte der RıewAannschen 
Gonstanten K,, K,... K, völlig determiniert, wie sich aus den von RıEMANN herrüh- 
renden Integralausdrücken derselben* ergiebt. 

Wird nun die Grundbedingung (b) für die Punkte s,...&,_-ı eingehalten, aber 
für den Punkt e, verletzt, indem uw, (&,), %,(&)...%, (e,) um Systeme nicht cor- 
respondierender Periodicitätsmoduln vermehrt werden, so findet man sehr leicht, 
dass die Gleichung (a) nicht mehr für alle Lagen der p — 1 Punkte &,, ...%9-ı 
stattfindet. Der Lehrsatz, welcher in dieser Gleichung enthalten ist, kann demnach 
auch so ausgesprochen werden: 


(€) Es ist zulässig und führt zu keinem Widerspruch, wenn man fordert, die 
"Gleichung (a) solle für alle Lagen derp —1 Punkte s,, ,...%9-ı erfüllt 
sein. 


Werden alsdann die Funclionen %,, %... %, für dep — 92 Punkte g,...9-ı 
auf Simultanwerte beschränkt, so geschieht der Gleichung (a) nur noch 
Genüge, wenn auch für 

U, (81), Uz(eı) . . . Up (&ı) 
Simultanwerte genommen werden. { | 

Folglich ist die Gleichung (a) nichts weniger als eine identische; sie ist vielmehr 
der analytische Ausdruck für die Grundbedingung (b) der Lehre von der RıEMAnNnschen 
s-Function, also genau das, was man in der sonst üblichen Ausdrucksweise den 
Ansatz der Aufgabe nennen würde, die Werte %,, %,,...% so mit einander zu 
verknüpfen, dass sie nur noch Simultanwerte sein können. 

Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, diese Auffassung des RıEmannschen 
Theorems, welche von Herrn Professor CHRISTOFFEL herrührt, durch ein vollständig 
ausgeführtes Beispiel zur Anschauung zu bringen. 

Im Falle p = 2, welchem dieses Beispiel angehört, lautet die Gleichung (a) 

(d) S(u — K | —K)= 0; 
sie ist identisch erfüllt, wenn «,, %, Simultanwerte sind, bestimmt aber auch von 
den beiden Integralen I. G., welche in diesem Falle stattfinden, das eine als Func- 
tion des andern so, dass «,, w, Simultanwerte werden. ** 

Der von mir behandelte besondere Fall gehört zu denjenigen, welche die völlige 

Ermittelung der Rırmansschen Constanten K,, K, gestalten; hier kann also der Aus- 


druck für die $-Function mit vorgeschriebenen Nullpunkten vollständig ausge- 
führt werden. 


* Gesammelte Werke, Seite 199 (2). 
** Für den Fall p—=2 ist eine ähnliche Auffassung der Rremansschen Gleichung (d) schon von RocH 
ausgesprochen worden (BORCHARDTS Journal, Band 65, Seite 44). 
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| Eh die Ba unserer Untersuchung ist die, wirkliche Auflösung der Gleichung 
vorbereitet, indem ‘von den beiden Integralen I. G., v und V, aus denen sich 
lie Normalintegrale ,, 4, zusammensetzen, das zweite als Function des ersten bereits 
vorliegt: die Gleichung (d) in ihrer vollständig ausgearbeiteten Form zeigt, wie sich 


E° 7 
Be in Folge dessen umgekehrt auch v als Function von V ausdrücken lässt. 


_ Damit ist unser Zweck erreicht, indem zur Evidenz gebracht ist, dass die Gleichung‘ 
.) nicht als eine identische aufgefasst werden darf, sondern als die Bedingung, 
| welcher v und V genügen müssen, wenn sie Simullanwerte sein sollen. 

‚Ausserdem ist ein beachtenswertes Nebenresultat gewonnen, indem thatsächlich 
für ein einzelnes Integral I. G. V, welches einem Genus p > 1 angehört, 
die Inversion geleistet ist, und zwar nicht eine Inversion, welche auf ein abge- 
 grenztes Convergenzgebiet beschränkt ist, ‚sondern die unbeschränkte Inversion. 


Ersser; Teil. 
Die Fläche T und die Integrale I. Gattung. 
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E Meine Untersuchung geht von den folgenden bekannten Resultaten aus: Sei 
= (2 — a) (2 —0,) (20) (2 —0) ? ER; 
Product aus vier ungleichen Wurzelfactoren. Zu der Function « gehört eine zwei- 
blättrige Fläche = mit zwei Doppellinien, welche 
von a, nach «©, und von a, nach & geführt sein 2 | 
-, mögen. Diese Fläche wird durch ein Querschnitt- 
“ paar a, b (siehe die Figur) zu einer einfach- a 
zusammenhängenden *. Zu ihr gehört das Inte- 
gral erster Gattung Ma: ee 


dz jr BER, 
U jez 5 = Pe ; 
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welches an den Querschnitten die folgenden Periodicitätsmoduln hat: Be 


n 0 u 
A ge und az ; a 
Ko x 3: 


Das Bild dieser Fläche v’ über der v-Ebene ist eine Periodenfläche 77. Es mögen 
y die (uerschnitte in 7’ so geführt sein, dass 77 ein gerad- F- 
?  liniges Parallelogramm ist. Seine Seiten o, und o, liegen 
zu einander wie d& zu dy. 
Jede wie die Fläche x verzweigte algebraische Function von 


” 


% z ist als Function von v einwertig und doppeltperiodisch von 
endlicher Ordnung. Aus der Reihe dieser Functionen sei eine 
I von der zweiten Ordnung herausgehoben, deren Nullpunkte IE 
R @, w vereint liegen. Sie drückt sich durch die ungerade Jacogısche 


Thetafunction $ (v | ©, @,) = S (v) in folgender Weise aus: 


BR l"@s@-»] JE 
u [70] s@ +,-»s@-2 +9 


wo a, b, c Constanten bedeuten und Y (0) den Wert der Derivierten Y (v) fürv—=P. 
Sind für v = b die Werte von 2, o, — gleich 2,, o,, ,, So stellt sich U? durch 


z und o ausgedrückt folgendermassen dar: 


ID’ k(@ — 2)" 
Fra teee) Fre 


wo k und y Constanten sind. Der Nenner verschwindet zur zweiten Ordnung für 
z=%, 0 = — co, und zur ersten Ordnung für die Wertepaare vonz und o, welche 
v=b-+aundv=b— a entsprechen. Diese Nullpunkte mögen 5 und e heissen. 
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Mit Hilfe dieser Function U bilden wir eine neue Irrationalität 


£ ar 2 — 2% 
Sen Due 7 2) 
° oe co +,+0,2 — 2) +y@— 2%) 


wo &, und x, willkürliche Gonstanten sein mögen. Dies ist eine vierwertige algebraische 
Function von 2; um sie eindeutig zu machen, bedarf man einer vierblättrigen Fläche, 
welche T heissen möge und jetzt näher charakterisiert werden soll. Man beachte, 
dass die Verzweigungspunkte von so auch solche für die neue Function s sind. 
Ausserdem hat s noch zwei Verzweigungspunkte, nämlich die Punkte 8 und e, in 
welchen das zweite Glied unendlich wird. Der erste Summand ist eindeutig in der 
Fläche x und wenn z in ihr einen vollständigen Umlauf um einen der Verzweigungs- 
punkte &,, %, %,, « ausführt, so kehrt nicht allein der erste, sondern auch der 
zweite Summand von s zu seinem Anfangswerte zurück. Anders aber, wenn d oder & 
umkreist wird. Dann ändert der zweite Summand sein Zeichen. Um also s in x eindeutig 
zu machen, ist, von ö nach e eine Sperrlinie A anzulegen; an dieser hat derjenige 
Zweig von s, welcher = zugeordnet ist, zu beiden Seiten ungleiche Werte, die sich 
durch das Vorzeichen des zweiten Gliedes unterscheiden. Jetzt denke man sich die 
Fläche x zweimal, r, und ı,, jedesmal mit der Sperrlinie A; der ersten kann man 
dann den einen Zweig von s zuordnen, der zweiten den andern, und wenn jetzt 
x, und 7, längs A übers Kreuz zusammengeheftet werden, so entsteht die verlangte 
Fläche 7, weil nun die beiden, , und 7, zugeordneten Zweige von s an A stetig 
in einander übergehen. Diese Fläche T hat zwischen vier Blättern fünf Doppellinien , 
nämlich ausser A deren zwei in x, und zwei in 7,; somit ist die Anzahl der überzäh- 


ligen Doppellinien p = 2. Dies ist also für diese Fläche I. ar Anzahl. der linear- 
unabhängigen Integranden erster Gattung. Der Ausdruck s zeigt, dass er selbst ein Be 
solcher ist, wie auch die Constanten x, und &, angenommen werden mögen. Dem- 
nach sind 
ai ae al 
so cs+,+0,@ —2)+Y@— 2)” 
zwei dieser Fläche 7 zugeordnete linearunabhängige Integrale I. Gattung. Um sie 
eindeutig zu machen, bedarf es zweier Querschnittpaare a, b. Als solche nehmen 
wir die Querschnitte a,, db, und o,, d, der Flächen 7, und 7/,. Die so erhaltene Fläche 
möge T, heissen. 
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Wir bilden nun diese begrenzte Fläche T, über der v-Ebene ab und untersuchen 
zugleich den Verlauf von V in dieser Abbildung, d. h. V als Function von v. Als 
untern Grenzpunkt des Integrales v wählen wir den Verzweigungspunkt & der Fläche +, 
und nennen, wie in $ 1, 77 das Bild von ’, dem entsprechend 77,, 77, die Bilder 
STERNE Te: 

Zunächst ist leicht einzusehen, dass 77, und 77, einander überall bedecken. Sei 
nämlich o irgend ein Punkt von = und o,, 0, seien die entsprechenden, also con- 
gruenten Punkte von x,, x,. Es ist zu beweisen, dass die Integration, nicht durch 7, 
sondern durch die vierblättrige Fläche T erstreckt, für » in o, den gleichen Wert ER 
liefert, wie in o,. in 

Man führe in x, von « nach o, den Integrationsweg /,, in ’, vom gleichen Ver- 
zweigungspunkte, welcher «’ heisse, nach 0, den congruenten Weg /, und ergänze 
letztern durch einen Weg X von « nach a’ zum Integralionswege von « nach o,. Da 
l,, l, gleiche Zunahmen für v ergeben, so ist der Ueberschuss des Wertes, den v 
in o, annimmt, über den Wert von v in o, gleich dem Integral von « über X nach «. 
Dieses aber ist gleich Null, denn man kann % so wählen, dass der Theil, welcher 
von « bis zur Doppellinie A führt, mit seiner Fortsetzung von dort bis « congruent 
wird. In congruenten Stellen beider Weghälften durchläuft s gleiche Werte, die 
Zunahmen von 2 aber sind entgegengesetzt gleich, demnach auch die Zunahmen von 
‘v; also erlangt v in a’ denselben Wert wie in «, nämlich den Wert Null, ang die 
Werte von v in 0, und 0, sind gleich. 

Gongruente Punkte o,, o, von ,, 7, bilden sich ab als einander be- 
deckende Punkte von J7,, J7,, also bedecken die letztern einander überall. 

Die beiden Parallelogramme stehen in Verbindung mit einander längs einer Doppel- 
linie, welche als Bild von A die beiden Punkte v=b+aunddv=b—-ami 
einander verbindet. Wir wollen durch eine erlaubte Verschiebung über der v-Ebene- 
den Punkt v = 5 zum Mittelpunkt dieser’ zweiblättrigen Fläche P machen. er ge hr 


4 


N ee 


Bezieht man die Function V auf diese Fläche P, so stellt sie sich bis auf einen 
constanten Factor, den wir unterdrücken, in folgender Gestalt dar: 


v=/f. > (a) IS (v — b) dv 
TI Er n n) 

Wir lassen die Integration im Verzweigungspunkte v = b-+ a beginnen und 
bezeichnen durch B den Anfangswert von V. Dann wird 


v—Bz="/ 1 
/ a 
für 
> (u) $w—b) 


ıg 
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Um zu ermitteln, wie sich die Werte von V der Fläche P zuordnen, muss zunächst 
diese-Function Il näher untersucht werden. 

U? hat als einwertige doppeltperiodische Function von v in solchen Punkten der 
Fläche P, welche zuv—b = Ü symmetrisch liegen, denselben Wert. Seien b + m 
und b — m zwei beliebige Punkte dieser Art und sei der Wert von U auf iu mit 
W,, der auf 77, mit U, bezeichnet, dann ist 


Wo +-m) = elU,(b — m), 

1W,(d +m) =dU,(b — m), 

Lo +m) = 1, (b — m), 
wo e, d, & gleich = 1 sind. Man findet ihre Werte aus besonderen Lagen von m, 
weil U, auf 77,, U, auf 77, nur in zwei Punkten unstetig wird, also s für jede Lage 
vom m den nämlichen Wert hat, ebenso 8 und &. Nun ist I als ein der Fläche T 
zugeordneter Integrand I. Gattung dort überall stetig, wo es nicht unendlich wird; 
auf die Fläche 7, bezogen ist ll also an den Querschnitten stetig. Da aber die Bilder 
zweier solcher Punkte von T,, welche nur durch einen Querschnitt getrennt sind, 
gegenüberliegende Randpunkte desselben Blattes 77, oder 77, von P sind, so folgt 
die Gleichheit der Werte von Il in zwei solchen Randpunkten. Zwei solche Punkte 


sind aber zz. BBv=b+ er udv=b— o also ist 
u(6+F)=U ( & 


u, (+ we it (B- =); 
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ind da diese Punkte zu b al liegen, so haben wir 
= 3; = +1. 


Da 1? einwertige Function von v ist, U aber eigen so akt überall 1, = 
— U,, also folgt ohne Weiteres: 


= —1. | “ we. 


Die einwertige Function U? nimmt in der Fläche P einen gegebenen 
Wert an in zwei Paaren einander bedeckender Punkte, die zur Mitte 
v—b=0 symmetrisch liegen. I selbst hat gleiche Werte in zwei von n 
diesen Punkten, wenn sie dem gleichen Blatte JZ, oder 77, angehören, 
entgegengesetzt gleiche Werte, wenn sie entweder einander Bi 
oder zur Mitte v— b= (0 symmetrisch, aber nicht auf demselben Blatte 
liegen. | 


. 


Die Anzahl der Punkte von P, in denen U einen vorgeschriebenen Wert annimmt, $ 
ist also = 2, und diese beiden Punkte liegen auf dem nämlichen Blatte symmetrisch Br 3% | 
zur Mitev=b. 


gr BR 


Dies wenden wir an auf die Periodicitätsmoduln der beiden 
Functionen v und Van den (uerschnitten von 7, und auf den 
Verlauf der Function V in der Fläche P. Benutzen wir dabei 
die in nebenstehender Figur angedeutete Berne so hat 
v an a, und a, den Periodicitätsmodul | 


I weu, er 

x Be “= 
und an 5b, und b, k 

ad = o, 

Kulm 


Setzen wir ferner 


p 
a 
N 
5 b, » % ,; b, 


so ergeben sich für Van... a, 
die Periodicitätsmoduln ..... @, 


Wir a bei V—-B den Verzweigungspunkt v = a + b zur untern Grenze der 
Integration; in Folge dessen kann man die Integralionswege nach congruenten 
Punkten von 77,, 77, so wählen, dass sie einander bedecken. Da U auf solchen Wegen 
entgegengesetzt gleiche Werte durchläuft, so folgt für das Integral: 


Die Function V—B nimmt in congruenten Punkten der ET P ent- 
gegengesetzt gleiche Werte an. 


Bezeichnet man, vom Punkev=a-+ b ausgehend, die rechte Seite der Doppel- 
linie als die positive, die linke als die negative und die Werte von Il dem entspre- 
chend, so hat man unter 


fü u 


a—+b 


das auf 77, über die rechte Seite der Doppellinie erstreckte Integral zu „verstehen. 


— + 
Da u, = —WU, ist, folgt 


Ba 5 ER a Ve 


a—+b 


Auf 77, gelten die entgegengesetzten Werte. 


Die Werte der Function VY—B in Punkten desselben Blattes 77, oder 77,, welche 
symmetrisch zur Mitte v = b liegen, stehen in sehr einfacher Beziehung. Man führe 
vom untern Grenzpunkte v = a + b aus die Integrationswege zu beiden Seiten der 
Doppellinie entlang bis zur Mitte 5 und von hier aus symmetrisch weiter. Die Inte- 
grale über die gegenüberliegenden Seiten der Doppellinie sind, wie so eben gezeigt 
wurde, entgegengesetzt gleich. In den symmetrischen Wegstrecken werden successive 
- die gleichen Werte von I durchlaufen; die zugehörigen Wegelemente sind entgegen- 
gesetzt, also die hierdurch gelieferten Integralbeiträge ebenfalls entgegengesetzt gleich. 


Die Function V—B nimmt in solchen Punkten eines und desselben 
Blattes 77, oder 77, von P, welche‘ symmetrisch zur Mitte v = b liegen, 
entgegengesetzt gleiche Werte an. 


Setzen wir also 
| vb ar, Ben u 

so hat V’ in den beiden Punkten von IL, IT,, welche dem nämlichen v entspreche: 
also einander bedecken, entgegengesetzt gleiche Werte, ebenso in zwei Punkt 
= v’' des nämlichen Blattes /7, oder I7,, Rache zu Mttev=v—b= 0 symme- 
trisch liegen. EN 
Es ist hiernach, wenn der zu IT, gehörige Wert von V’ durch > Index: 1 pe 
zeichnet wird, 


(or = 


Nun haben wir oben gesetzt: 


vo 2) 16-3 u 
das ist auch | 
somit folgt 
ebenso 


- 1 | ei 
v(b+ © ,e) = 5 (2. + 2.), ® FR 
- 2 ld SEE 


was im Folgenden ($ 12) zur Anwendung kommen wird. 


eher Deu 


Die Rıemannsche Theta-Function. 
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Wir können jetzt zur Herstellung und Untersuchung derjenigen Rırmannschen 

_ »-Function, welche unserm Falle entspricht, übergehen. Dazu bedürfen wir der 

sogenannten Normalintegrale I. Gattung %,, %,, Solche definiert sind durch die For- 

derung, dass Er 
En _ Ba =; _ 

nn hen, a u) 


a = Be 
» hu NV, won ern 


sein soll. Ist dann 


so ist. 
TREE a 
‘und der reelle Teil von 
um + 2a,mn +qa,n 
ist bei Feallen Argumenten m, n eine K negative quadratische Form. 
(RıEMAnNs Theorie d. A. F. $ 20, 21.) 


Da 
| u 


{ BEE 
5 an u!v—v=o0, V/-V=ß®, 


+ + - 
, | anyiv—-v=0, 7/-V/=—2, 
ist, so folgt sofort 

v=—(m+Wu), V/= il (u, — W,), 


und hieraus Bu; 
| we u gem 2-32) 
’ ei; 3a D; Deren DEN 2,,/ 
Diese Ausdrücke liefern die Periodicitätsmoduln an b, und b,. 


Da nämlich 


Be + Rn 
an ,b:v—vV=o,,  ‚-V’=Q, er 

4 — E =: 
rb,:iv—-v=o, V-V=-—B, | 
so folgt a 
Ana ee 2, g 

1 ee END; 

ER ln a 

eh We! 9 0, Q, 5 

87. 


Der Exponent im allgemeinen Gliede der Rırmannschen S-Reihe 
Au m +2 a, mn + a, n?+ 2 mu + I nu, 

. geht hiernach über in | Le ee 

21.0, rVi ET 

N ng ee msn) + mn) Sal 


Zu besserer Uebersicht sei folgende Bezeichnung eingeführt : 


BE Dr (m + n)’ + mn [nt], 
ee St 
90, D,; ne 3 


dann lautet die Rıemannsche S-Reihe: 


| [m+n|v)+(m—n|V) 
u FO » 


wo beide Summationen unabhängig von einander von — © bis + © geben. 

Offenbar zerfällt dies in zwei Produkte unendlicher Reihen. Da m + n und m —n 
bei der Division durch 2 gleiche Reste lassen, so liefert ein Wertepaar m, n ent- 
weder zwei Bar. Zahlen m +n = Yu, m —n = %, oder zwei ungerade, m + N: 
=» +1,m— n = +1. Ferner ergibt sich jedes Wertepaar Yu, 2v, bezw. 
9% +41, M + 1, und zwar jedes nur einmal, jenes frm=p tv, n=p—v, 
dieses fm =x+i+1,n=x— X. Werden daher bei der hl zuerst 
alle Wertpaare 2», 2» genommen, jedes nur einmal, und hierauf alle Wertpaare 
2% +1, 23 + 1, wiederum jedes nur einmal, so wird auch jedes Wertpaar m, n, 
und zwar jedes nur einmal berücksichtigt. Somit folgt: 


2 10) = Due EM Er aD. m 


ln | 0, 0) 


diejenige der vier Jacorıschen EN 5, S,, welche für 


ei a Po, + v9 


; verschwindet, so ist | | 
> 2e|®] | 
€ —= Yu (® [0,, 20,), 
P 2, 


Ara > (2v| m) 
ji e mr] a 2n,), 


y 


32 Se j 
e = = Io (| 0, %0,), 


% 


> A+1|9) | 
E e =, (718, 20,), 


und man erhält: ii 
> (u, | %) = I (d | 2, 20) Tu (V| Q,, 29,) + N | %, 20,) To (V 2, 29,). 
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; Um die Nullpunkte der $-Function zur Evidenz bringen zu können, führen wir 
a8 es neuen Argumente u, — e,, 4, — e, ein, wo e, und e, Constanten sind: 
RE > (m — e, |, — 6) 
3, ee 90) Su(V—- F|Q,28)+ 9, ww — flo, 90,9, (V—F|Q,,22,). 
Wir haben 


DR ri “ +.) n .m(v . 
18 7 ’ =: 9 ER = n); 
es wird also Be 
NT DE Baer rn 
und somit 
) Q 4 


[= (a+0), F=J4la—o). | 2: 
Sind nun s, und s, die Nullpunkte der S-Function, so ist nach RIEMANN (S. «Ueber B 

das Verschwinden der S-Functionen», $ 1) | x 

Zu (s) + u (&) + GC, 

DE KO En E TR CE a 


wo die Gongruenz auf die Modulsysteme von u, und U, ZU Hezen ist. Die Constanten 
C, und C, sind völlig unabhängig, sowohl von der Lage der Nullpunkte & und &,, 
als auch von den Werten der Variablen «, und «,. Schreibt man statt der Con- rs 
gruenz eine Gleichung, so entspricht dieser Aenderung des Argumentes eine neue 
>-Function, welche der vorigen proportional ist. Der Proportionalitätsfactor ist eine 
Exponentialgrösse, welche nicht verschwindet; die neue $-Function hat also ee Ex 
Nullpunkte, wie die vorige. Da es sich hier wesentlich um die Nullpunkte handelt, 
nehmen wir auf die Exponentialgrösse keine Rücksicht und untersuchen die Function 


3 (( u (0) —_ u) — u (es) Fe c.)) 


Um hierfür den Ausdruck in Jacogischen S-Functionen zu gewinnen, haben wir 


— f en (3) +% (&) + U () + % (8) en GC + ( 


ri Fi 
Oo: ru) % (8,) +: (8;) u) G — GC. 
n 
Nun ist nach 8 6 
ri | 
Ur = U, = oe U — U-= oO, 
also 


f=v@)+tr@W)+k, woh=(C+ G)is, 


F=V@)+V@)+K, wKE=(G— Gin. 


Wir haben somit: 0% 

su) - u uw) - a )- nn) GC) 
3, (0) 9) 0) — k|0,,20,) 3, (9) — Ve) — Ve) KO, 0) 
+40) vv )—k|a, 2%) du (V— Va) — Ve) — K|9,,20,). 


Dritter <Tei, 


Die Constanten der Theta-Function 


und der Satz vom identischen Verschwinden der letztern. 


89. 


Die Function 
Re: ((%,. (0) — u, (&) — W, (8) — c.)) 


ist nach Rırmann (Agetsche Functionen $ 23) in allen denjenigen Fällen identisch 

5 Null (d. h.: = 0 für alle Lagen des variablen Punktes 0), in welchen die vorge- 

B; schriebenen Nullpunkte <, und s, ein Punktsystem I. Gattung bilden. Unter einem 
solchen verstehen wir die Nullpunkte einer Function erster Gattung, oder, was 
dasselbe ist, des Quotienten zweier Integranden I. Gattung. Die Anzahl dieser Null- 

_ punkte ist höchstens = %p — 2, also in unserm Falle = 2. Der allgemeine Ausdruck 
für ein -Integral I. Gattung ist | 


W.rL VE IE), 


wo &, und &, willkürliche Constanten bedeuten. Es ist dann u. A. 


dw 
dv =UuTr% u 
Function I. Gattung. Nimmt man x, so an, dass & Nullpunkt dieser Function wird, 


so ist der zweite Nullpunkt @’ bestimmt. Es muss sein: ; 
= UVO=UQ, 
d. h. (nach $ 4) e’ liegt in Bezug auf v = b symmetrisch zu = auf demselben Blatt 
der Fläche P. Es ist also: 
v()+v() =, 
und nach $ 5 
| : V()+ V(e) = AB. 


Die Rıemannsche S-Function bleibt Eeranden. wenn die SEHELT ihre Zeichen e 3 
x wechseln, es ist also: I 


> ((W, (0) — W, ()— u A Bl, (eu) = u, (0) + %, Wr bj. 


Führt man links statt e, den Punkt e', ein, welcher mit &, ein Punktsystem jE Gat- 
tung bildet, so verschwindet die S-Function für jede Lage des Punktes o. Daraus 
folgt für den rechts stehenden S-Ausdruck, wenn man ihn als Function der Lage 
von &, betrachtet, dass er = 0 wird, wenn e, mit o und werin e, mit €, zusammen- E- 
fällt. Eine $-Function mit den Nullpunkten o und 2 ist aber folgendermassen zu 
schreiben : es 9 TR £ 

lan “ Dee): Säng er. 

Daraus folgt: | 

u, (&) — u, (0) + u, (&,) + C, En (&,) — u, (0) = we — C, + (9, h),; Fr 
wo | Fe 

(9, hy, = Tri May + Ar a, B | 
ist und 9, 93, Mu, h, ganze Zahlen bedeuten. Es ist demnach 
Bi (8) + u, (€,) + 26, —/9, h),- 


Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, bilden zwei Punkte ein System I. 
Gattung, wenn sie auf demselben Blatte 77,, 77, von P symmetrisch zu v—b liegen; 
die Werte von V—B für solche Punkte sind ae gleich. Nun ist nach 5 02 


A ee N a)“ _. 
ER ERT iz o. a) 


x vu(&) +V eo) V(,) & — Sen 
g. ae 


Also 
U, (8) ru, (e',) — 
und dies wird i 
| UBER 
vi = 2 | 
Ebenso folgt | 
U, (&) + u, (e,) = ri l — — ) 
Demnach ist 


Ri (+ 5) II 


ri (— Tee Pr az 3, —; (9; h)., 


O7 1 


0 die ganzzahligen Teile von C, und G, “auf die Nullpunkte der $-Function 
keinen Einfluss haben, führen wir in die fernere Rechnung nur diejenigen Werte 
von C, und G, ein, welche sich eisen) wenn man für 9 92, A, h, nur die Zahlen 
Fund 1 zulässt. : 

RR 5 sind nun zunächst die Werte von k und K zu berechnen, Wir haben gesetzt: 


k= — C.), RK ei, GG) 


also folgt 


k= 2 [« +0) = h, (au + 1) ee h, 22 Sg 0] - eb 


= an; = [= 9) ri fh, (au an Ay) Sup 12 (du — | - B. 


Nun ergibt sich aus den Werten von 4, 4a, Ay, ie (s. 8 6) 


“ i i ar W 
Aı + de = Ay + Ay = Ta ER 
a ei f 


R rl, 
= Au — As = Ay Er en ur 9,’ 
somit folgt: e 
EEE ; h+h 
f: TE + Tb, 
Ko HZIroRE BE B, 


2 ; a 
und die $-Function mit den Nullpunkten e, und s, drückt sich, wie folgt, aus: 


ns or) K)- uUle)+ — u -2)-5 EAN .)= 


yon v()— vl) +6 — Ze BER is) 


A 
0,20.) 


= 


nn ‚(VO -1@- V@)+B- an 


me ein, so wird 

EN v(&) + v(e,) = ob, V(e)-+ V(.) = 2B; 
die linke Seite verschwindet und man erhält: 

o) e) ‚0, %,) 

h, — zu 


I un an 
Bird. 2). 


9 
I, (1-8 rear % ni 


Wir setzen zur besseren Uebersicht vn 
vb SUN Veh var 22 
und haben dann: 


SE le 0, 20, )&( ber: Tre — hı FE a a Er = 
(W580 Wu. a nn. 0%, 9,)34(V- u ö ee es 0) we 2). 


Zu jedem Werte von v’ = v— b gehören zwei Werte von V— B= V’, und diese i 
sind (s. $ 5) entgegengesetzt gleich. Die vorstehende Gleichung muss also auch 
gelten, wenn V’ sein Zeichen wechselt. Beachtet man, dass S,, und S,, gerade Func- 
tionen sind, so erhält man: 


a vo 0, zn 0,20) 24 (VE Ten, + en 
—), ‚(v en, ey 04 20, Sul P+ I u Be u 9 : 


Dividiert man jetzt die vorletzte Gleichung durch die letzte, so fallen die Aus 
drücke welche v’ enthalten, weg, und wenn man setzt. 


dann wird EURER ER 2: 
| oh | 
v+2729--2779,=W+g—-Wa+h—h)R, 

und man erhält 
Su (W | 2, 20,) ik HlWH+- HH) +lh—h)2% |, 22.) 
Su(W|Q,, 9D,) Su(W+ (H— %)R2ı +(h, — h,)®,|Q,,22,) eb 

Weder rechts noch links hat der Zähler einen Nullpunkt mit dem Nenner gemein; Be | 
es müssen also die beiden Zähler gleiche NEBEN, haben und ebenso die beiden “ 

Nenner. Folglich muss sein: 


| gm +, = 4m W+ 1), 
Es Eu also h, — h, = or einer geraden Zahl, und somit 
Ki ihr ih. 


ar Aus den Argumenten der $-Functionen verschwinden demnach die Glieder, welche : 
mit h, — h, multiplicirt sind, und wenn man den folgenden Satz anwendet: 
ale | k-ym » 
ar (w + mo, |01, 0) = (—1) | ' (w|01,®), 


so erhält man 
So(W| 2, 20,) e2 (— y R sie 19 2, 20,) 
S4(W |, 20,) Sul w| 0,20, 


eg ee Din; 92 


Ya IE 
Kehren wir jetzt zu der ursprünglichen Gleichung zurück, so erhalten wir 
Io (u — gu, — ho, 101, 205) I, (V’ | 2,,29,) + 
SW — 90, — ho, | 1, 203) Du (| 2, 20,) = 0 
‚oder e 


> (w er Du |o,, 20), (V’|®,, 20.) ae 1) Suld! — A |01, 20,) Iıı ri 2,,202,)= 


Nun wird für v—b = — nach 85 V — ze ei Aber We A wird 
2, (17|9,,20,) = 0, während %,(V’|Q,,22,) von Null verschieden bleibt. Soll 


also die letzte kan keinen er enthalten, so muss 


Su De — iv, |o,, %0.) 2 
A sein, also 
lea: ’ 
Jetzt haben wir: 
%,W—0,l0,%0,) | sr 2) _ 
2 I (vV’ — 0,|0,, 20;) Su el [9,, 29,) 
8.12, 


Die Theorie der Jacopischen S-Function liefert folgende Gleichung: 


RW .. Rv 


40 0 [ 
I ‚e- le ee ER >, ,+1 (01, @) (F) 


Der echte Ep Ane ist von v unabhängig, er ' hebt sich. als | 
unserm Fall weg, und mit Rücksicht auf den Satz 


Y (v) = I (W) 
erhält man: #: | | 
Su (W | or, %0,) 3 So (V’|Q,, 2,,20,) _ Zr RR { nr 2 
yo (d | 0, 20,) Su Sl] | D,,28,) es 2 in (6) 


rs 


Führt man nun zwei specielle zusammengehörige Werte von v’ ee ” ein (vergl. 
$ 5), nämlich | ; | “ - 


ei ae 
T Vu a; rer r 
so ergibt sich: 
Su (Fo, 20.) Too e: IQ, 22, ) BER ra 
2 En a 1 


2 2, | 
So es | 0), 2) Su Su (eo, | Q,, 20, R * 


Es ist nun leicht zu zeigen, dass beide »-Quotienten gleich Eins uff Setzt man ö 


Ki 


4 


[07 f [O7 F p ix y x n R 
SLR Era Tr | 01, 0.) = Su & KR 0,): ER 


Da S,, gerade Function E so folgt durch Verdoppelung von 05: fi 


nämlich in der Formel (P) »=0,v=—, so lautet sie 


und ebenso ist 


2, 2, | 
| 2. (3:19, 90,) = 2. (219, 9). 


Also haben wir 


A 
de 


Unsere Resultate sind somit 


* 


as M : 


tion mit den Nullpunkten g,, &, für unsern Fall: 


= ; | u | 
Rn (u, - U O) U @ ach I an u 0, I (Mr 0u+ Ay) 
9 Mr, 


Er (0) = U, er u (,) zu, iR Ä (- A 2). mi Au det - 0.) | 


E ._ er ( (0) — v @) Be (&) jet En Fer 08 [01 20,) Sn Vo— Ve) — Ve)+B9, 22,) 


A Sa [G (0)—-v 6) Krb n,| 2 20,) 3070) — Ve) —-Ve@)+B|Q, 22) 
und der Rızmannsche Lehrsatz vom identischen Verschwinden solcher: Ausdrücke 
liefert, wenn in obiger Gleichung (G) der gefundene Wert g = 1 gesetzt wird und 
man für v’, V’ ihre Werte v—b, V— B wieder einführt, die Gleichung : 


uw 5]0,2%0,) _ $u(/— B|Q,, 20,) 
Sulu —b| 0, 20,) (V/ — B|Q,,20,) 


Der Ausdruck für HE S-Function lässt sich noch etwas vereinfachen, wenn man 


die folgende Formel anwendet: 
(le — 54,5) I 


N > 
x 48 Rue 204 Rola 2 0m 3) er ur, + nm, 7 s |ffel((w .)) 


‚Wir haben zu seizen 


und 

e 5 ri W5; DO, 
ae a 

1 1 

R An ri (© DO, 
S oe re 9 Fran 

v, 2, 

das gibt 


Ferner ist einzuführen 


ee, 


un unW+g lt. 
: a | 
und + Fl r 


woraus folgt 
p 


JR, u we wf = E (v (0) Er (&,) — v (£,) +b). 


1 


Wir haben also, wenn wir zur Abkürzung w,, W, beibehalten: 


ruf mi i 
a —tretb)e 2) re En $ 
(3 @m))=- 7". efilenim 
9 Z 3 : ö ie A 4 r B - 
Auf die Jacopischen S-Functionen der rechten Seite unserer Gleichung (H) kanı 
man folgende Sätze anwenden: | Ei 


Sy (w BR), | 0,0) = — 17% Sy (w | on ) 


und u 


nt nor‘ 


0, 4; 8; & 
3,9 &j0,0)=e uns alone. 


Dabei erhält man den nämlichen Exponentialausdruck, wie eben, multiplieirt 
I, @(o)— rl) — vl) +5|0,,20,) Di (Ho Ve) — Ve)+ B |2,, 22,) 
3, (w (0) — vl) — v5) + b|0,,20,) Tu lV (o) — Ve) — 7 (,) + b \ Q,, 20,). | 


So erhalten wir die folgende Gleichung: Bi fE8 r 
j 3 (vw) = “ 
2 2 ; =. W 
“ ; n | Sm (v (0) ——U (3,) Ze) (&) == b | 45 20,) Ss (Vo) =; ae = V(e,) == B | 2, 90, 


— 3, (0) — v(&)—v (8) + 5| 0,20) Tu lVP lo) — Ve) —PE) B 9, 20), ; R 


2 = für 

Be 

“ w —U, (0) tr (&,) — U, (8;) Er u + 
ans E 

Bi: ; | RN 
E* w=W()— % (3) — u (8) + er X a5 


und die folgenden Sätze: 


4) Wofern die Punkte ge, und g, kein System I. Gattung N ver- 
schwindet die Function 


2 


> !l(uo- ul) —U(e)+ 5 ä(t. 2% 


nur in den Punkten 8,08. 


u,(0)—u,()— U, (&)+ — 9 3 - -5)) 


2) Der Rırmannsche Satz vom identischen Verschwinden dieser Func- 
tion sagt in unserm Falle aus,. dass zwischen den Functionen v und 


Br: Er. & 3 S (a) S3(v —b|o,,o,) dv 
(b) VB zo UV S(a+b—vlo,,o,) S(a—b+v|v,, ®;) 


die Gleichung besteht 


ce) | 3, w—5lo,, %,) _ Su (V—B|9,, 20,) 
D Iio (w =D 10, 20,) Io (Vz B | 2, 20,) 


Aber diese Gleichung ist ebensowenig eine identische, wie die voran- 
gehende (b), welche V durch v ausdrückt. Sie sagt vielmehr, ebenso wie 
diese, aus, welche Function von v das Zeichen V bedeuten muss, wenn 
der vorige Satz 1) über die Nullpunkte der RıEemAnNschen Function 9 
bestehen soll. 


3) Diese Gleichung (ce) zeigt endlich, dass v—b und V—B nebst ihren 
Periodicitätsmoduln mit einander vertauschbar sind. Die Gleichung (b) 
gestattet daher die unbeschränkte Inversion, und da aus (ec) die Glei- 
chung (b) folgt, so führt die Inversion von (b) notwendig zu einer 

- Gleichung von folgender Form: 


RI van VSa=B-VR,0)3@- Br Von)‘ 


wo A und GC leicht zu bestimmende Constanten sind. (Vergl. pag. 11.) 


Eine directe Verification dieses letzten Satzes war Gegenstand der Aufgabe, welche 
mir Herr Professor CHRISTOFFEL für das Staatsexamen gestellt hatte, und ist von 
mir im Januar 1880 der hiesigen K. wissenschaftlichen Prüfungskommission für 
Schulamtskandidaten eingereicht worden. 


- 


Lebenslauf. 


Ich, VıcToR FERDINAND DERR, geboren am 1. Februar 1858 zu Kirchheimbolanden 
in der Rheinpfalz, Protestant, erhielt den ersten Unterricht in der Elementarschule 
zu Kirberg bei Limburg an der Lahn. Durch Privatunterricht weitergebildet, trat * 
ich Ostern 1871 in das Realgymnasium zu Wiesbaden ein, wo ich Ostern 1876 das 
Zeugniss der Reife erwarb. Ich widmete mich dem Studium der Mathematik, Physik 
und Naturwissenschaften. Nachdem ich 3 Semester in a Yin Ele un 


mit mathematischen und physikalischen Studien beschäfligt hatte, trat ieh am 15. So 
tember 1880 in den elsass-lothringischen Schuldienst ein, in welchem ich mich noch 
befinde. 2 A 

Allen meinen verehrten Lehrern, insbesondere Herrn Professor Cnnistorrn 
spreche ich an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aus. 


Strassburg i. E., den 41. Mai 1883. 


